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Diffraction par une pupille triangulaire

Introduction

Thème: Diffraction  de Fraunhofer par une pupille triangulaire. 

Programme
> restart;

On travaille en exp(-j*omega*t) 
donc les termes de phase apparaissent en exp(+j*phi)
( avec phi est positif pour un retard et négatif pour une avance)

Définition de la pupille

Même si ceci complique un peu le calcul, on a préféré choisir le point origine au centre du triangle
plutôt que sur un sommet.

On étudie la figure de diffraction de Fraunhofer  d'une pupille triangulaire (triangle équilatéral de côté a) 
centrée en O et de sommets:
- S1  (x1, y1)
- S2 (x2, y2)
- S3 (x3, y3)

1/10



GP

On trouve facilement la longueur d'une hauteur-médiane-médiatrice-bissectrice
On rappelle que le centre O divise cette médiane en 2/3, 1/3

les coordonnées des sommets

On écrit les coordonnées des sommets (en fonction de a)

> x1:= 0      ; y1:= 2/3*a*sqrt(3)/2    ;
 := x1 0

 := y1 1
3 a 3

> x2:=a/2    ; y2:=  - 1/3*a*sqrt(3)/2      ;
 := x2 1

2 a

 := y2 −
1
6 a 3

> x3:= - a/2   ;y3:=   - 1/3*a*sqrt(3)/2    ;
 := x3 −

1
2 a

 := y3 −
1
6 a 3

les équations  des droites

On écrit les équations des droites S1S2,  S1S3, S2S3

Equation de la droite S1S2  ( cf. : équation d'une droite passant par deux points...) 
Exprimer y12 en fonction de x en utilisant les notations x1, x2, y1, y2.

> y12:=(x-x1)/(x2-x1)*(y2-y1)+y1;
 := y12 −  +  x 3 1

3 a 3

Equation de la droite S1S3 . Même technique.

> y13:=(x-x1)/(x3-x1)*(y3-y1)+y1;

 := y13  +  x 3 1
3 a 3

Equation de la droite S2S3 . Même technique. Le résultat après simplification par Maple sera très simple. 

> y23:=(x-x2)/(x3-x2)*(y3-y2)+y2;
 := y23 −

1
6 a 3
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Ecriture du d(Psi) à intégrer

On compare le chemin optique PM au trajet  OM 
(on prend l'origine des phases pour le rayon passé en O et arrivé après diffraction en M ). 
On notera cette différence de chemin optique (l'indice ici vaut 1 )
 L=(PM)-(OM) = - OH

On désigne par alpha  et beta les coordonnées selon x et y du vecteur unitaire u_OM de OM
c'est-à-dire les cosinus directeurs de OM

L en fonction de x, y, alpha  et beta

> L:= - ( alpha*x+beta*y  );
 := L −  −  α x β y

On désigne par k le module du vecteur d'onde
On trouve donc phi le déphasage en M de l'ondelette issue de P
par rapport à l'ondelette isue de O 
 
> phi := k*L;

 := φ k ( )−  −  α x β y

L'observation est à l'infini 
(en fait dans le plan focal d'une lentille convergente) 
Le point M a pour coordonnées X et Y
On désigne par f la focale positive de cette lentille
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Dans les conditions de Gauss
alpha et beta sont confondus avec les angles des projections dans les deux plans xOz et yOz

Alpha et beta en fonction de X, Y,  f.

> alpha:= X/f         ;
 := α
X
f

> beta:=   Y/f         ;
 := β
Y
f

En fait, on ne donne pas k mais lambda

> k:=2*Pi/lambda;
 := k 2 π

λ

On sait que, à des constantes près, pour trouver psi en M, 
il faut intégrer une exponentielle complexe sur le plan diffractant. 
On appelle dpsi_sur_dS  cette exponentielle complexe à intégrer entre les bornes correctes. 
On écrit l'expression de cette exponentielle

> dpsi_sur_dS:= exp(I*phi);

 := dpsi_sur_dS e













2 I π 





−  −  

X x
f

Y y
f

λ
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Calcul de l'intensité diffractée

On écrit l'amplitude totale psi en M (intégrale double)

On écrit deux  intégrales doubles: une pour les x positifs et une autre pour les x négatifs
Il ne s'agit pas d'un domaine rectangle ( et pour cause...c'est un triangle!)
Notations x1, x2, x3 pour les bornes selon x.
Notations y12, y13, y23 pour les bornes selon y.

> psi:= (int(int(  dpsi_sur_dS  ,y= y23..y13 ),x= x3..x1)+

                       int(int(   dpsi_sur_dS  ,y= y23..y12 ),x= x1..x2 ));

ψ
1
4 f

2 λ 2 := 







−  +   +   −  e









/-2 3 I π Y a 3
λ f

X e








/1 3 I Y a 3 π
λ f

X e








/1 3 I Y a 3 π
λ f

Y 3 3 e








/1 3 I π a ( ) +  3 X Y 3
f λ

Y

( ) +  X Y 3 π 2 X Y( )
1
4 f

2 λ 2 +  







 −   +   −  3 e









/1 3 I π a ( )−  +  3 X Y 3
f λ

Y e








/-2 3 I π Y a 3
λ f

X e








/1 3 I Y a 3 π
λ f

X e








/1 3 I Y a 3 π
λ f

Y 3
( )−  +  X Y 3 π 2 Y X( )

Pour trouver l'intensité ( ou éclairement) noté E ici
on peut faire un psi*psi_conjugué
on peut faire module (abs ) de psi au carré
Il faut utiliser evalc pour que Maple ne se pose pas de problème inutile.

> E:=combine((evalc(abs(psi)))^2,trig);

E 9 λ 4 f 4 X2 9 λ 4 f 4 Y2 





cos 2

π X a
f λ 6 λ 4 f 4 X2 






cos

π a ( ) +  X Y 3
λ f −   −  


 := 

6 λ 4 f 4 X2 





cos π a ( )−  +  X Y 3

λ f 3 λ 4 f 4 X2 





cos 2 π X a

f λ −   +  

6 λ 4 f 4 X 3 Y 





cos π a ( )−  +  X Y 3

λ f 6 λ 4 f 4 X 3 Y 





cos π a ( ) +  X Y 3

λ f −   +  

9 λ 4 f 4 Y2 +   −   +  8 X6 π 4 48 X4 π 4 Y2 72 X2 π 4 Y4

 ( )
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On détermine l'expression de Emax ( valeur de E pour X =0 et Y = 0) 
en utilisant deux fois limit  
puis on définit Enorm = E/Emax qui varie entre 0 et 1.

> Emax:=limit(limit ( E,X=0 ), Y=0 );

 := Emax 3
16 a

4

> Enorm:=combine( E/Emax,trig)             ;

Enorm 6 λ 4 f 4 X2 6 λ 4 f 4 Y2 





cos 2

π X a
f λ 4 λ 4 f 4 X2 






cos

π a ( ) +  X Y 3
λ f −   −  


 := 

4 λ 4 f 4 X2 





cos π a ( )−  +  X Y 3

λ f 2 λ 4 f 4 X2 





cos 2 π X a

f λ −   +  

4 λ 4 f 4 X 3 Y 





cos π a ( )−  +  X Y 3

λ f 4 λ 4 f 4 X 3 Y 





cos π a ( ) +  X Y 3

λ f −   +  

6 λ 4 f 4 Y2 +   −   +  X6 π 4 a4 6 X4 π 4 a4 Y2 9 X2 π 4 a4 Y4

 ( )

Valeurs numériques: on met à la valeur 1 toutes les valeurs utiles 
(a,f,lambda)

> a:=1;f:=1;lambda:=1;
 := a 1

 := f 1

 := λ 1

Vérification que toutes les grandeurs ont une valeur numérique dans Enorm:

> Enorm;
6 X2 6 Y2 ( )cos 2 π X 4 X2 ( )cos π ( ) +  X Y 3 4 X2 ( )cos π ( )−  +  X Y 3 −   −   −  (

2 X2 ( )cos 2 π X 4 X 3 Y ( )cos π ( )−  +  X Y 3 4 X 3 Y ( )cos π ( ) +  X Y 3 +   −   +  
6 Y2 +   −   +  X6 π 4 6 X4 π 4 Y2 9 X2 π 4 Y4) ( )

Représentation de la figure sur l'écran
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Tracé de la figure de diffraction pour -10<X<10; -10<Y<10;

La représentation la moins problématique consiste à tracer la surface d'équation z = Enorm(X,Y). 
Cela nous donnera une idée générale de Enorm

On peut alors avec la souris
( cliquer sur le dessin et bouger en gardant le bouton gauche appuyé) 
 faire tourner la surface 3D

> plot3d( Enorm ,X=-10..10,Y=-10..10,grid=[100,100], shading=NONE, axes=BOXED);

Pour renforcer les maximums secondaires, 
on ajoute une option pour tronquer le maximum principal 
exemple view=0..0.1 de sorte que z varie entre 0 et 0,1. 
exemple view=0..0.01 de sorte que z varie entre 0 et 0,01. 

On peut observer la surface vue de haut.

> plot3d( Enorm ,X=-10..10,Y=-10..10,grid=[100,100], shading=NONE, axes=BOXED, view=0..0.1);
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> plot3d( Enorm ,X=-10..10,Y=-10..10,grid=[100,100], shading=NONE, axes=BOXED,view=0..0.01);

LE TRACE EN FAUSSES COULEURS SELON Z 
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> plot3d(Enorm,X=-10..10,Y=-10..10,grid=[300,300], shading=ZHUE, style=PATCHNOGRID,axes=BOXED, 
scaling=CONSTRAINED,view=0..0.01, orientation=[-90,0]);

On peut essayer les options du menu contextuel (souris): 
(si l'ordi "mouline" un peu trop, par exemple quand on fait tourner la figure, 
réduire la grille de calcul par exemple à 100 sur 100)

options: avec le menu contextuel, bouton droit de la souris:

1)par exemple: ZGRAYSCALE au lieu  de ZHUE  ( cf. COLOR) pour voir la figure de diffraction dans le 
plan en noir et blanc

2)on verra  l'effet de UNCONSTRAINED ( option choisie par défaut) par rapport à CONSTRAINED ( cf 
orthonormé donc ici ultraplat)
faire tourner la figure

3)puis ajouter CONTOUR ( si UNCONSTRAINED ) pour voir les lignes de niveau pour l'éclairement si on a 
fait tourner la figure 

4)on pourra terminer par PATCH AND CONTOUR + UNCONSTRAINED + ZHUE 
en ayant fait tourner la figure

On peut introduire ces options directement dans le plot 3d (choisir aussi une autre orientation).
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LE TRACE FINAL:

Une étoile, pour le plaisir:

> plot3d(Enorm,X=-10..10,Y=-10..10,grid=[300,300], shading=ZGRAYSCALE, style=CONTOUR,axes=NONE, 
view=0..0.01, orientation=[-90,0], scaling=CONSTRAINED,color=COLOR(RGB,1,0.85,0));

> 
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